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Abstract—Una plataforma pendular es una estructura robtica
comnmente empleada en el diseo de controladores dada su
dinmica no lineal; este trabajo presenta el modelamiento, diseo e
implementacin de un controlador ptimo LQR y un controlador en
modo deslizante SMC aplicado a dos plataformas comerciales, el
pndulo rotatorio invertido de Quanser (RotPen) y el pndulo mvil
de Lego (NxtWay). El aporte de este trabajo es presentar una
metodologa de implementacin de controladores sobre plataformas
pendulares, atendiendo las respectivas restricciones de hardware
y software en prototipos comerciales. El artculo presenta el
comportamiento de los controladores diseados sobre el modelo
analtico comparado con su implementacin real.
Index Terms—Control ptimo, Control en modo deslizante,
Sistemas Embebidos, LQR, Modelo Pendulo Invertido Quanser,
Modelo Segway NxtWay.
I. INTRODUCTION
Es comn encontrar aplicaciones en donde se emplean es-
tructuras pendulares con aplicacin en robots humanoides, el
auge de estas aplicaciones ha incentivado a la comunidad
cientfica a plantearse nuevas investigaciones en el campo del
modelamiento y el control, con el fin de optimizar los procesos
en donde estas estructuras se encuentran presentes [1].
Una de las estructuras robticas mviles que ha tenido mayor
acogida en los ltimos aos es el pndulo invertido de dos ruedas,
con plataformas comerciales como el Segway o el Hoverboard;
la investigacin en el rea del control ha abordado este tipo
de plataformas con mucho inters, dada su fcil construccin y
su comportamiento dinmico no lineal, junto con su conocida
inestabilidad. Recientemente, varios son los fabricantes que
desarrollan esta clase de estructuras, con fines acadmicos o
industriales, el fabricante Quanser con sus plataformas de
pndulo rotatorio invertido y doble pndulo rotatorio invertido,
o el propio fabricante Hoverboard con las plataformas del
mismo nombre, son algunos de los ejemplos conocidos que
se encuentran comercialmente [2], [3].
El objetivo de funcionamiento de estas estructuras pendu-
lares, es lograr la estabilizacin del pndulo alrededor del punto
de equilibrio con la menor energa invertida en su actuacin [4];
es comn encontrar diferentes autores que desarrollan contro-
ladores para estructuras pendulares bajo diferentes metodolo-
gas, algunos de los casos documentados sern descritos a
continuacin.
Los primeros controles que se implementaron en pndulos
invertidos, fueron lazos de control clsico, tipo PID o reali-
mentacin de estados, los cuales, al ser diseados sin criterios pti-
mos, generan ineficiencia y restringen su aplicacin a posiciones
o condiciones especficas [5]. Con la ampliacin de las teoras de
control modernas, el uso de controladores ptimos aumentaron
la eficiencia de diferentes sistemas, incluyendo las estructuras
pendulares; el controlador ptimo ms utilizado en la literatura es
el controlador LQR (Linear Quadratic Regulator), este pondera
heursticamente las variables de estado de un sistema [6], y
usa constantes de realimentacin que minimizan al mximo el
error presente en las seales controladas [7]; es comn que las
variables a minimizar cuenten con un componente de ruido
coloreado, que afecta el rendimiento del controlador; por esta
razn, de manera alternativa se desarrolla el controlador LQG
(Linear Quadratic Gaussian), en donde a partir del diseo de
un Filtro de Kalman, se minimiza este ruido hasta el limite
del ruido blanco, y se mejora el rendimiento del sistema [5].
Estas caractersticas han hecho que esta tcnica de control sea
una de las ms utilizadas y documentadas para estructuras
pendulares, sin embargo, no es la nica metodologa eficiente
para ser implementada en pndulos; diferentes autores a lo
largo de los ltimos aos han desarrollado nuevas tcnicas de
control que permiten mejorar las aplicaciones en donde se
involucren esta clase de estructuras [8], [9], [10]. Entre las
tcnicas ms utilizadas de manera alternativa a los controladores
LQR se encuentran tcnicas como el control en modo deslizante
(Sliding Mode Control-SMC), en el cual se escoge una superfi-
cie de deslizamiento segn el comportamiento de las variables
de estado, y se seleccionan las constantes de realimentacin
que permitirn que las variables tomen la trayectoria definida
de forma estable, a travs de los criterios de estabilidad de
Lyapunov [11] [12].
Es comn encontrar tambin controladores de carcter predic-
tivo, en donde a partir de un modelo completo del sistema
pendular, es posible modelar sus perturbaciones, para que el
controlador sea capaz de rechazarlas al momento que sucedan;
es una estrategia de control eficiente debido a que no solo
tiene en cuenta el modelamiento de la planta, sino que adems
incluye una definicin analtica de las perturbaciones que pueden
intervenir en el modelo; esta estrategia requiere un pleno
conocimiento del modelo dinmico no lineal y linealizado del
sistema y sus perturbaciones [4][13]; tarea que en ocasiones
suele ser ms complicada que el diseo de un controlador en
estructuras pendulares [14].
Por ltimo, la tcnica que ha tenido ms desarrollo a lo largo
de los ltimos aos, ha sido la relacionada con el control
robusto (H2/H∞) [10]; esta tcnica maneja intervalos de
tolerancia para las variables de estado, los cuales permiten
que el sistema tenga un comportamiento ms amplio y con
inmunidad a cambios no drsticos, sin embargo la dificultad
matemtica que representa este tipo de controladores, hace que
su implementacin posea un grado de complejidad elevado, que
dificulta su ejecucin en sistemas de procesamiento de datos.
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Las diferentes tcnicas desarrolladas en los ltimos aos para el
control de estructuras pendulares, ha permitido una mayor efi-
ciencia en sus realizaciones, trayendo consigo, un incremento
en su uso comercial [4]; es as como es posible observar en la
industria diversas aplicaciones en sectores como: aeroespacial,
biomecnica o transporte; con usos como el control activo para
despegue de cohetes [15], la estabilidad de prototipos bpedos
caminantes [16] o el mencionado medio de transporte Segway
[17].
El objetivo de la mayora de los trabajos relacionados,
se enfoca en el desarrollo de las metodologas de control
en un nico prototipo [9], [10], [11], [1], [8], [6], [5]; sin
embargo, un anlisis comparativo del comportamiento de las
tcnicas de control sobre diferentes plantas permite evaluar la
factibilidad de la implementacin de controladores, teniendo en
cuenta restricciones fsicas como la facilidad de medida de las
variables de estado o el costo computacional relacionado con
la velocidad de procesamiento del hardware donde se embebe
el controlador. El enfoque de este trabajo es llevar a cabo
la comparacin de las tcnicas de control LQR y SMC en dos
diferentes prototipos, un pndulo rotatorio invertido de Quanser
(RotPen), y una pndulo invertido mvil de Lego (NxtWay),
buscando que los resultados del control sean genricos y sea
posible hacer una comparacin, validando su implementacin en
diferentes plantas ante una misma metodologa de control.
Cada uno de los pasos de la metodologa se presenta en las
siguientes secciones as: la seccin II hace nfasis en el modelo
dinmico de ambas estructuras, posteriormente en la seccin
III, se tomar este modelo, y a partir de su linealizacin y su
representacin en espacio de estados, se realiza el clculo de cada
uno de los controladores; en la seccin IV estos controladores
sern implementados en los respectivos entornos, y por ltimo
en la seccin V, se validar y comparar el rendimiento de los
controladores bajo ndices de calidad.
II. MODELO DINMICO
Para el control de un sistema, es necesario tener un
conocimiento pleno de su modelo dinmico; como se menciona
en la seccin anterior, las plataformas a analizar son el pndulo
rotatorio invertido de Quanser (RotPen) y el pndulo mvil de
Lego (NxtWay), en las figuras 1 y 2 se observan las estructuras
base de cada plataforma, las cuales definen las posiciones y
velocidades que sern utilizadas como variables de estado en
sus respectivos modelamientos.
El modelo dinmico en ambos casos se obtiene a partir de un
mtodo basado en energa, que parte de la definicin del operador
lagrangiano [18]; es importante aclarar que las energas surgen
a partir del anlisis de dos eslabones fsicos para el modelo
RotPen ([q1, q2]), como se observa en la figura 1 y para la
plataforma NxtWay mostrada en la figura 2 se presenta un
movimiento libre de dos grados de libertad definido por su
posicin q1 y orientacin respecto a z, q3 que para propsitos de
simplificacin se har igual a cero, y por la posicin del polo q2.
El listado de los parmetros utilizados para el modelamiento de
cada estructura se observa en las tablas I y II.
El objetivo de cada modelamiento es llegar a la definicin
de la ecuacin de la robtica [19]; en cada caso la entrada ser
(a) Vista frontal de la plataforma (b) Vista superior de la plataforma
Fig. 1. Esquema del pndulo rotatorio invertido de Quanser, la M mostrada
en ambas figuras corresponde al servomotor empleado.
el voltaje de los actuadores; su definicin matricial se presenta
en la ecuacin (1); en las ecuaciones (2) y (3) se especifican
cada uno de los trminos involucrados en esta ecuacin para el
RotPen y el NxtWay respectivamente.
Mx (q) q¨ + Cx (q, q˙) q˙ +Gx (q) = Vx (1)
donde para el RotPen las matrices se representan como:
MQ =
[
γ(mr
(
Lr
2
)2
+mpL
2
r + Jr +mp
(
Lp
2
)2
s2 (q2)) − 12mpLpLrc (q2) γ
− 12mpLpLrc (q2) mp
(
Lp
2
)2
+ Jp
]
CQ =
[
2s (q2) c (q2)mp
(
Lp
2
)2
γq˙2 + γfr +KmKg
1
2mpLpLrs (q2) q˙2γ
−q˙1mp
(
Lp
2
)2
s (q2) c (q2) fp
]
GQ =
[
0
−Lp2 mpgsin (q2) RmKmKg
]
(2)
Y para el NxtWay como:
MN =
1
α
[
2mR2 +MR2 + 2Jw + 2n
2Jm MLRc(q2)− 2n2Jm
−(MLRc(q2)− 2n2Jm) −(ML2 + Jq2 + 2n2Jm)
]
CN =
1
α
[
2 (β + fw) −2β −MLRq˙2s(q2)
2β −2β
]
GN =
1
α
[
0
MgLs(q2)
]
(3)
(a) Vista frontal de la plataforma (b) Vista superior de la plataforma
Fig. 2. Esquema del pndulo invertido mvil NxtWay
Las matrices obtenidas definen el comportamiento no lineal
de cada uno de los sistemas; para un correcto funcionamiento
3de los controladores implementados, es necesaria la lineal-
izacin de los sistemas en un punto de operacin estable, esta
linealizacin es llevada a cabo mediante series de Taylor; y su
resultado toma la forma de un modelo en variable de estado,
como se muestra en la ecuacin (4) y (5).
x˙(t) = Axx(t) +Bxu(t) (4)
y(t) = Cxx(t) +Dxu(t) (5)
El vector de estados de cada plataforma esta compuesto a
partir de las posiciones mostradas en las figuras 1 y 2 y sus
respectivas velocidades, x(t) = [q1, q2, q˙1, q˙2]; los valores de
cada matriz para cada estructura se encuentran definidos en las
tablas III y IV; los valores de las matrices C y D, se encuentran
definidas de manera estndar.
TABLE I
PARMETROS FSICOS ROTPEN. [3]
Parmetro Und. Descripcin
g=9.81 m
s2
Gravedad
mp=0.127 kg Masa del pndulo
Lp=0.337 m Longitud total del pndulo
Jp=0.0012 kgm2 Inercia del pndulo
mr=0.257 kg Masa del brazo rotatorio
Lr=0.216 m Longitud del brazo rotatorio
Jr=9.98x10−3 kgm2 Inercia del brazo
fp=0.0024 Nmsrad friccin brazo - pndulo
fr=0.0024 Nmsrad Friccin motor - brazo
Rm=2.6 Ω Resistencia del motor CC
Lm=0.18 mH Inductancia del motor CC
Km=0.00767 V srad Constante Contra electromotriz
motor CC
Kt=0.00767 NmA Constante torque del motor
ηg=0.9 Eficiencia caja reductora
ηm=0.69 Eficiencia del motor
Kenc=4096 conteosrev Resolucin encoder
Kg=70 Relacin caja de engranajes
γ = Rm
KtKgηgηm
Constante del motor
Vm=6 V Voltaje nominal del motor
III. TE´CNICAS DE CONTROL
En esta seccin se presenta el diseo de dos tcnicas de control
moderno para validar la metodologa propuesta: Control ptimo
a partir de un regulador cuadrtico lineal (LQR) y un Control
en modo deslizante (SMC).
A. Control LQR
Con las matrices de estado, es posible realizar los clculos
para los controladores ptimos LQR; esta tcnica de control parte
del modelo dinmico de cada sistema, para obtener una matriz
de realimentacin que minimice un indice de calidad energtico
dado en [6], como se muestra en la ecuacin (6).
En el caso del NxtWay, se emplean dos lazos de control,
un lazo proporcional integrativo, PI, para la posicin del mvil
q1 y un segundo lazo de control LQR para el equilibrio del
pndulo, donde interviene parte del vector de estado [q2, q˙1, q˙2],
la separacin del espacio de estados se puede efectuar gracias
al desacople dinmico de q1 en las ecuaciones de aceleracin q¨1
y q¨2; el resultado de este anlisis se evidencian en la tabla IV.
TABLE II
PARMETROS FSICOS NXTWAY. [20]
Parmetro Und. Descripcin
g=9.81 m
s2
Gravedad
m=0.03 kg Peso de la rueda
R=0.02 m Radio de la rueda
JW =
mR2
2
kgm2 Inercia de la rueda
M=0.6 kg Peso del cuerpo
W=0.14 m Ancho del cuerpo
D=0.04 m Profundidad del cuerpo
H=0.27 m Altura del cuerpo
L=0.12 m Distancia centro masa eje rueda
Jq2 = ML
2
3
kgm2 Momento de inercia pitch
Jq3 =
M(W2+D2)
12
kgm2 Momento de inercia yaw
Jm = 1x10−5 kgm2 Momento de inercia motor
fm=0.0022 Nmsrad Friccin dinmica cuerpo-motor
fW =0 Nmsrad Friccin dinmica rueda-suelo
Rm=6.69 Ω Resistencia del motor CC
Kb=0.468 V srad Constante Contra electromotriz
motor CC
Kt=0.317 NmA Constante torque del motor
η = 1 Eficiencia de transmisin
α = nKt
Rm
Constante del motor
β = (nKtKb
Rm
) + fm Constante del motor
Vm=10 V Voltaje nominal del motor
J =
∫ ∞
0
(
xTQx+ uTRu
)
dt (6)
TABLE III
PARMETROS MATRICES DE ESTADO PLATAFORMA ROTPEN
Trmino Definicin
AQ(11,12,14,21−23,31,41) 0
AQ(13,24)
1
∆Q
AQ32
1
4∆Q
mp2Lp2Lrgγ
AQ33 − 1∆Q (frγ +KmKg)
(
Jp +
1
4
mpLp2
)
AQ34 − 12∆QmpLpLrfpγ
AQ42
1
2∆Q
Lpmpgγ
(
mr
(
Lr
2
)2
+mpL2r + Jr
)
AQ43 − 12∆QmpLpLr (frγ +KmKg)
AQ44 − 1∆Q fpγ
(
mr
(
Lr
2
)2
+mpL2r + Jr
)
BQ(11,21) 0
BQ31
1
∆Q
(
Jp +
1
4
mpLp2
)
BQ41
1
2∆Q
mpLpLr
∆Q = γ
(
mr
(
Lr
2
)2
+mpL2r + Jr
)(
mp
(
Lp
2
)2
+ Jp
)
− 1
4
m2pL
2
pL
2
r
Q y R son matrices definidas heursticamente de acuerdo
a una ponderacin realizada por el diseador para las variables
de estado del sistema en ambos lazos; estas matrices buscan
minimizar a partir de la ecuacin (6) la energa empleada por
las variables de estado (Q) y por su entrada (R); dando
como resultado una realimentacin ptima segn la ley de control
(u = −Kx), en donde la ganancia, al tener un comportamiento
continuo en el tiempo, se vuelve una funcin, que se obtiene
a partir de la derivacin e igualacin a cero de la ecuacin (6),
dando como resultado la funcin de la ecuacin (7).
4K(t) = −R−1BTP (t) (7)
Donde en este caso, P es la solucin de la ecuacin de Riccati
[8], mostrada en la ecuacin (8).
ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0 (8)
B. Control por modos deslizantes (SMC) para sistemas en
tiempo-discreto
El control por modos deslizantes (SMC) es un te´cnica de
disen˜o de controladores, la cual aparecio´ en el contexto de
sistemas dina´micos de estructura variable en la de´cada de los
70s, estos sistemas se caracterizan por la presencia de discon-
tinuidades en sus dina´micas, lo cual hace que sus trayectorias
y volumen de fase sean discontinuos en algunos puntos, o
usando lenguaje matema´tico, sean sistemas Lipschitz de forma
local. La idea tras los modos deslizantes es aprovechar estas
discontinuidades para hacer que las trayectorias alcancen una
variedad en el volumen de fase y se estabilice en esta zona,
llevando los estados asinto´ticamente al origen. Las principales
ventajas de esta te´cnica se fundamenta en: control y estabi-
lizacio´n en presencia de incertidumbres acotadas, para´metros
desconocidos del sistema, o dina´micas parasitas. El desarrollo
de esta te´cnica ha sido basada en los trabajos e investigacio´n
de [21] con aplicaciones recientes.
TABLE IV
PARMETROS MATRICES DE ESTADO PLATAFORMA NXTWAY
Trmino Definicin
AN(11,12,14,21,22,23,31,41) 0
AN(13,24) 1
AN32 − gML(MLR−2n
2Jm)
∆N
3*AN33 − 1∆N 2 (β + fw)(
ML2 + Jq2 + 2n
2Jm
)
+
β
(
MLR− 2n2Jm
)
AN34
2β(ML2+Jq2+MLR)
∆N
AN42
MgL(2mR2+MR2+2Jw+2n2Jm)
∆N
3*AN43 1∆N 2 (β + fw) (MLR− 2n
2Jm+
β(2mR2 +MR2 + 2Jw+
2n2Jm))
AN44 − 2β(MLR+2mR
2+MR2+2Jw)
∆N
BN(11,12,21,22) 0
BN(31,32)
α(ML2+Jq2+MLR)
∆N
BN(41,42) −α(MLR+2mR
2+MR2+2Jw)
∆N
∆N =
(
(2m+M)R2 + 2JW + 2η
2Jm
) (
ML2 + Jq2 + 2η
2Jm
)− (MLR− 2η2Jm)2
Para el diseo se trabaja con un equivalente discreto del
sistema original basado en una te´cnica de muestreo y retencio´n
aplicando el retenedor de orden cero (ZOH), un espacio de
estados discreto es establecido. De forma ma´s simple, la
aproximacio´n es, desde el punto de vista del controlador, la
forma como ’observa’ el sistema dina´mico. Para el disen˜o
del controlador es importante definir dos momentos en la
metodologı´a, el primero consiste en la definicio´n adecuada de
una variedad estable, luego, se selecciona una ley de control
en lazo cerrado que incluye una ganancia de realimentacio´n y
una funcio´n discontinua definida a partir de un ana´lisis basado
en el teorema de Lyapunov.
Se tiene una representacio´n en espacio de estados definida
como:
x1(k+1) = A11x1(k) +A12x2(k)
x2(k+1) = A21x1(k) +A22x2(k) + u.
Donde x1(k) ∈ Rn−m, x2(k) ∈ Rm,Ai,j es una matriz real de
para´metros constantes.
Entonces se define la variedad estable como:
sk = Cx1(k) + x2(k) = 0⇒ x2(k) = −Cx1(k).
Donde C ∈ Rm×(n−m).
Reemplazando esta ley de control en el sistema original del
bloque superior, se obtiene:
x1(k+1) = (A11 −A12C)x1(k).
Haciendo una seleccio´n adecuada de los valores de la matriz
C se pueden ajustar los autovalores de la matriz resultante
A11 −A12C dentro del cı´rculo unitario.
Una vez se ha considerado la seleccio´n de la variedad
estable entonces se procede a determinar la ley de control
por modos deslizantes como:
uk = −ksign(sk).
Donde sign es la funcio´n signo y k es un valor a ser
determinado basado en el ana´lisis de estabilidad aplicando el
segundo me´todo de Lyapunov. Para ello sea V : Rk → R
una funcio´n que cumple con V (0) = 0 y V > 0 estrictamente
mayor a 0. Su primera variacin a lo largo de las trayectorias
esta dada por ∆V (xk) = V (xk+1) − V (xk) la cual cumple
con ∆V (xk) ≤ −TsαV (xk) 12 α siendo real positivo y Ts
el tiempo de muestreo sea suficientemente pequeo, lo cual
garantiza que el sistema alcance estabilidad en tiempo finito.
Considerando la siguiente funcio´n de Lyapunov
V =
1
2
s2k.
Aplicando la primera variacio´n
∆V =
1
2
(
s2k+1 − s2k
)
.
Para aplicar esta funcio´n de Lyapunov se tiene:
sk = α1x1(k) + α2x1(k) + α3x3(k) + x4(k) = 0.
En forma compacta sk = Lxk, donde L ∈ R1×n y xk es el
vector de estado. Aplicando el desplazamiento en k + 1
sk+1 = Kx+ u.
Donde K es un combinacio´n de para´metros entre la variedad
definida y la matriz de estados del sistema original. Juntando
te´rminos se obtiene:
1
2
(
xTKTKx+ 2(Kx+ uk) + u
2
k − xTkLTLxk
)
> 0.
5Considerando en este proceso que sk = 0, se puede inferir
adema´s que sk+1 = 0, y sustituyendo por la ley de control se
tiene:
uk = −Kx− ksign(sk).
Simplificando la ecuacio´n y encontrando una cota para la
seleccio´n de k:
1√
2
(
k2 − 1) 12 |sk| ≤ −Ts α√2 |sk|
k ≤
((
−Ts α√2
)2
+ 1
) 1
2
α > 0
.
Donde Ts es el tiempo de muestreo, con esta condicio´n se
garantiza en el sistema su estabilidad en tiempo finito.
IV. IMPLEMENTACIO´N
El proceso de implementacin inicia a partir de las tcnicas
diseadas, tomando en cuenta las restricciones hardware y
software de las plataformas abordadas.
Las restricciones software de cada plataforma se relacionan
con los entornos de desarrollo. La plataforma Quanser utiliza
el entorno de programacin grfico de Matlab, haciendo uso del
Quarc Toolbox; mientras que la plataforma NxtWay utiliza
el entorno de desarrollo RobotC de Mindstorms. As, una
caracterstica propia en el ambiente de desarrollo Matlab, es
la posibilidad de implementar algoritmos en tiempo continuo,
donde el proceso de discretizacin se hace transparente en el
desarrollo de aplicaciones que contienen modelos en Simulink.
Caso contrario, ocurre en RobotC, donde la ley de control que
se implementa debe ser discreta, dado que la programacin se
realiza a bajo nivel en lenguaje C. Otra restriccin de software
se encuentra en relacin al muestreo de las variables de estado,
para el caso de RobotC, la nica manera de exportar datos
del bloque controlador NXT, es a travs de su consola de
texto, que se sincroniza con los procesos internos del bloque
cada 10ms como mximo, tiempo que no siempre coincide con
el tiempo de aplicacin. En Matlab por su parte, el muestro
de las variables de estado, si se puede efectuar en tiempo
de aplicacin, pero existe un limite de datos que se pueden
capturar, dependiendo de los recursos fsicos como memoria,
que se reservan para almacenar datos dentro de los indicadores
grficos de Simulink.
Por otro lado, en cuanto a las restricciones hardware donde
se implementaron los algoritmos, se tiene que las frecuencias
de procesamiento de las estructuras son diferentes, la frecuen-
cia del bloque controlador Quanser, limitada por su tarjeta de
adquisicin de datos, es el doble de la frecuencia de bloque
NxtWay, por lo que la cantidad de datos capturados deben
ser diferentes para realizar comparaciones en un tiempo de
simulacin igual.
A. Control LQR
Para el controlador LQR se usan los siguientes valores en el
diseo: Las matrices Qx y Rx empleadas en ambas plataformas
para el clculo del controlador son:
QQ =
 5 0 0 00 1 0 00 0 1 0
0 0 0 1
 RQ = 1
QN =

1 0 0 0 0
0 6x105 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 4x102
 RN =
[
1x103 0
0 1x103
]
Se observa en la ecuacin IV-A, que para el caso del NxtWay,
se incluye una columna en los valores de Q y R, por el primer
lazo de control utilizado, en donde se adiciona una quinta
variable de estado definida por la integral de q1 para garantizar
la posicin de la plataforma dada su independencia del modelo
dinmico. Los lazos de control se presentan en los diagramas de
bloques de las figuras 3 y 4. La figura 3 muestra el diagrama
de bloques de la plataforma RotPen, que toma la forma de un
sistema de control realimentado LQR; por otro lado, la figura
4 expone el diagrama de bloques de la plataforma NxtWay;
adicionalmente, se realiza una correccin de la posicin del mvil
debido a los deslizamientos y asincronismos en el movimiento
que puedan ocurrir cuando la energa de actuacin de la rueda
virtual se deriva para cada uno de los dos actuadores fsicos,
este bloque se denomina Steer. As mismo, se incluye un bloque
de saturacin sobre la seal de actuacin, con un valor igual al
mximo voltaje en operacin normal, para los motores de cada
planta. Los valores se observan en las Tablas I y II.
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Fig. 3. Diagrama de bloques control LQR Pndulo RotPen
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De la deduccin de las ecuaciones (6) y (8) se obtienen las
constantes de realimentacin de control de los sistemas, estas se
observan en la ecuacin (9) para Quanser y (10) para NxtWay.
KQ = [−2.2361 25.4512− 2.4613 3.6332] (9)
KN = [−0.8211 − 69.4743 − 1.0739 − 9.0738]
KNi = −0.4472
(10)
6El comportamiento dinmico del modelo RotPen simulado e
implementado se presenta en la figura 5 ante una perturbacin,
que inicia despus de 60 segundos, la cual consiste en aadir
un voltaje extra al actuador, proporcional al voltaje mximo
permitido de cada plataforma. Para cada sistema, el punto
de referencia se encuentra en 0 (Independientemente de las
unidades), en la figura 5 se observa que el controlador esta-
biliza cada una de las variables de estado en su referencia,
en un tiempo de 2 a 3 segundos aproximadamente; es decir,
en el rango de 62 a 63 segundos como se muestra en las
figuras. Asimismo, presenta un sobreimpulso menor con el
modelo simulado que con el modelo implementado y una seal
de actuacin menor a 3 voltios en escala de 0 a 10 v.
De igual manera, se observa en la figura 6, la respuesta de
la implementacin en el pndulo mvil NxtWay, al igual que en
el RotPen, la referencia de todas las variables de estado se
encuentra en 0 unidades, a diferencia de la respuesta de la
planta de Quanser, las variables de estado poseen un grado de
oscilacin, en especial aquellas relacionadas con las ruedas, al
tener una dinmica independiente del polo.
B. Control por modos deslizantes (SMC)
Para la implementacin de la tcnica por modos deslizantes
se consideran los siguiente parmetros de diseo para ambas
plataformas. El vector LN y LQ esta´n asociados a las var-
iedades estable consideradas en la tcnica Estos valores deben
garantizar que los autovalores se encuentre en el cı´rculo
unitario, una vez estos valores son obtenidos se considera la
expresio´n III-B, para seleccionar el vector de realimentacio´n
KN y LQ, el cual garantice la desigualdad planteada.
KN = [0 1.0194− 3.3149 3.2957] (11)
kN = 20 (12)
LN = [0 − 0.0002 1] (13)
KQ = [−4.8606 5.3882− 0.334 0.3472]
kQ = 2.5
LQ = [1155.5 − 4.161 − 68.3]
La respuesta de la implementacin en el pndulo mvil
NxtWay, al igual que en los casos anteriores, plantea una
referencia de todas las variables de estado en 0 unidades, a
diferencia de la respuesta del control LQR, esta respuesta
maneja una oscilacin en su seal de actuacin provocada por
el uso de una ley de control discontinua o con scattering
(Conmutacin de las dinmicas de control en las dos fases SMC)
en el clculo de la salida del controlador, con los valores de las
ecuaciones (11), (12) y (13), se obtienen los resultados de las
variables de estado y seal de actuacin en la figura 7.
De igual manera, la respuesta de implementacin del pndulo
rotatorio RotPen, plantea un experimento con la referencia de
nuevo en 0 unidades, esta respuesta se observa en la figura 8, al
igual que el caso del NxtWay maneja un nivel de Scattering en
sus seales, provocada por la implementacin propia del control,
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Fig. 5. Respuesta control LQR Pndulo RotPen
sin embargo al contar Quanser con una plataforma robusta
para el procesamiento y discretizacin de las seales incluidas,
su oscilacin no maneja valores tan altos como el NxtWay.
Como datos adicionales a discutir en el proceso de imple-
mentacin, se destaca el uso de filtros derivadores en cada uno
de los entornos, desarrollados a partir de la respuesta en alta
frecuencia de los giroscopios y encoders de las plataformas,
filtrado necesario debido al proceso de discretizacin de los
algoritmos de lectura de las variables, adicional a la respuesta
trmica de los elementos y al ruido electromagntico presente en
el sistema; de igual manera, se destaca el manejo del tiempo de
muestreo de cada algoritmo, que esta limitado por los entornos
y es importante para las operaciones realizadas, como el clculo
de las integrales o de las derivadas de las variables obtenidas.
V. ANLISIS DE RESULTADOS
A partir de la respuesta en lazo cerrado de cada uno de
los sistemas controlados, se lleva a cabo una comparacin de
rendimiento bajo ndices de calidad; Los ndices de validacin
son: nivel de estabilizacin de la variable de estado asociada
al polo, energa de la seal de control (Norma infinito de la
seal), mxima velocidad de la variable asociada al polo, y
consideraciones de sntesis de controladores cuando se procede
al diseo. Evidenciando estos valores en las figuras 5, 6, 7 y
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Fig. 6. Respuesta control LQR Pndulo NxtWay
8; se observa que ambas plataformas logran la estabilizacin
de sus estructuras ante una perturbacin. Para resumir algunos
resultados de importancia para la aplicacin, se proponen las
siguientes tablas resumen.
TABLE V
DESEMPEO NXT
Estado q2
Nivel
Estabilizacin
Potencia%
Potencia
Mxima
q˙2
Velocidad
Ma´xima
Criterio
Energa
Mnima
Robustez
LQR Acotado(Suave) 5% 1.6 Si No
SMC Acotado (Scattering) 27% 1.2 No Si
En la tabla V se observan mtricas en las variables de
relevancia del sistema para medir desempeo de los dos con-
troladores en el mdulo NXT. Esta informacin puede ser usada
para determinar un criterio de seleccin en aplicaciones futuras,
por ejemplo, en cuanto al uso energtico es mejor usar un
controlador LQR que uno basado en SMC, esto se puede
inferir a partir de la consideracin de la mxima potencia
aplicada en el servomotor y el criterio de energa usado en
la sintetizacin del controlador.
En la tabla VI, a diferencia del caso anterior, se tiene la
comparacin de tcnicas en el sistema Quanser, mostrando un
comportamiento mejorado por la suavidad de sus seales. Si
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Fig. 7. Respuesta control SMC Pndulo NxtWay
se considera una seleccin basada en la robustez de la tcnica,
es mejor seleccionar SMC, debido a que en la sintetizacin
es posible incluir perturbaciones acotadas, lo cual reformula
la desigualdad de Lyapunov, permitiendo recalcular las con-
stantes de realimentacin y lograr estabilidad en tiempo finito.
TABLE VI
DESEMPEO QUANSER
Estado q2
Nivel
Estabilizacin
Potencia (V)
Potencia
Mxima
q˙2
Velocidad
Maxima
Criterio
Energa
Mnima
Robustez
LQR Acotado (Suave) 3.6 1.5 Si No
SMC Acotado (Bajo Scattering) 10 3.6 No Si
Es importante destacar que las grficas visualizadas no
muestran una relacin directa entre implementacin y simulacin,
debido a que en los clculos no se maneja la totalidad de
las variables fsicas involucradas en el modelamiento de las
plataformas; y as mismo, las variables involucradas, poseen
un cierto grado de incertidumbre asociado. El uso de un
controlador ptimo, permite mediante criterios de optimizacin,
llevar los polos del sistema a una regin estable, sin llegar a
seleccionarlos como ocurre con el control en modo deslizante,
lo que permite tener un mejor proceso de diseo en el clculo
de sus constantes; por otro lado, el control en modo deslizante
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Fig. 8. Respuesta control SMC Pndulo Quanser
permite incluir en sus dinmicas y metodologas de diseo,
perturbaciones externas al sistema, sin afectar las constantes
a obtener, a diferencia del control LQR, en donde el diseo se
realiza unicamente sobre el modelo de estados de la planta,
e incluir estas dinmicas, haran necesario reiniciar el proceso
nuevamente, perdiendo robustez en su diseo.
VI. CONCLUSIONES
En este trabajo, fueron seleccionados dos estructuras pendu-
lares disponibles para experimentacin. Inicialmente, se realiz
el modelo dinmico de las plataformas usando las ecuaciones de
Euler-Lagrange, cada modelo fue validado mediante el uso de
herramientas computacionales; ambos sistemas tuvieron una
respuesta similar en cuanto a la posicin del polo, la posicin
del brazo por estar restringida fsicamente en la plataforma
RotPen, describe una dinmica y respuesta diferente.
A partir de los modelos y de su linealizacin, se desarrollaron
controladores LQR y SMC, cada uno de estos fue probado
en Simulink. Adems, se implementaron los controladores en
los entornos de cada fabricante, el pndulo rotatorio RotPen se
implement en la herramienta de Simulink de Matlab, mientras
que el pndulo mvil NxtWay, mediante texto estructurado,
se realiz en el software RobotC. En cada caso se aadi
una perturbacin para obtener los resultados donde se midi
la norma infinito de la seal de control, la calidad de la
estabilizacin, y la norma infinito de la velocidad del polo.
La perturbacin consisti en una seal sinusoidal de pulsos, con
un voltaje pico equivalente a la mitad de la potencia de cada
actuador a una frecuencia de 0.0167Hz. Esta estrategia permiti
validar la calidad de funcionamiento del control; tomando
en cuenta las restricciones de hardware y software que cada
dispositivo posea; no obstante, se observa que sin importar
estas restricciones, el diseo de un controlador ptimo y uno
basado en modos deslizantes, son estrategias adecuadas para la
estabilizacin de estructuras pendulares, evidencia que se puede
observar en las grficas de funcionamiento de cada dispositivo
con cada uno de los controladores empleados.
A modo de comparacin, se observ un mejor rendimiento en
el pndulo mvil NxtWay, por la simplicidad de su entorno de
desarrollo para embeber los algoritmos de control, esto permiti
una mayor velocidad en la ejecucin de una inferencia de
control, lo que llev a tener una respuesta ms rpida ante pertur-
baciones, cuantificado en un segundo aproximadamente para
la plataforma Rotpen, y en 1.5 segundos para la plataforma
NxtWay; tomando en cuenta que la plataforma RotPen em-
pleaba una frecuencia de procesamiento de 500 inferencias
por segundo, mientras que la plataforma NxtWay presentaba
una frecuencia de 250 inferencias por segundo.
Un aspecto a tener en cuenta para la implementacin de
controladores en esta clase de dispositivos, es la respuesta
en alta frecuencia de los sensores, la cual afecta el clculo
de las derivadas e integrales de las seales involucradas, al
adicionar componentes de ruido que enmascaran la correcta
lectura de las variables de estado del sistema; por esta razn se
hace necesario el diseo de filtros pasa-bajos que eliminen estas
componentes y permitan una lectura adecuada de las variables.
TRABAJO FUTURO
Como trabajo futuro, se plantea la identificacin de los
sistemas controlados, con el fin de implementar una tcnica
de control no lineal, que aumente la regin de operacin de los
dispositivos, sin disminuir su rendimiento ni incrementar su
gasto computacional; la tcnica de identificacin seleccionada
es la tcnica difusa Takagi-Sugeno, la cual se ajusta a una
propuesta de controlador no lineal que acta como mltiples
controladores en paralelo ponderados no linealmente [22].
Esta identificacin se comparar con la versin no lineal del
controlador SMC.
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